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Έλλειµµα µάζας και ενέργεια σύνδεσης του πυρήνα του ατόµου
Ένα ισότοπο, το οποίο συµβολίζουµε µε       , έχει ατοµικό αριθµό Ζ και 
µαζικό αριθµό Α. Ο πυρήνας του ισοτόπου αποτελείται από Ζ πρωτόνια, Α
συνολικά νουκλεόνια και εποµένως (Α – Ζ) νετρόνια. 

Αν αθροίσουµε τις µάζες ηρεµίας Ζ πρωτονίων και (Α – Ζ) νετρονίων, θα 
βρούµε µια ολική µάζα µεγαλύτερη από τη µάζα ηρεµίας του πυρήνα του 
ισοτόπου       . 

Αν       είναι η µάζα ηρεµίας του πρωτονίου,       η µάζα ηρεµίας του 
νετρονίου και        η µάζα ηρεµίας του πυρήνα του ισοτόπου        , ως 
αληθές έλλειµµα µάζας του πυρήνα του ισοτόπου ορίζεται η ποσότητα  
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Επειδή οι πίνακες δίνουν συνήθως τις ατοµικές µάζες των ισοτόπων και 
όχι τις πυρηνικές, λαµβάνοντας δηλαδή υπόψη και τις µάζες των 
ηλεκτρονίων γύρω από τον πυρήνα, η ποσότητα αυτή µπορεί να οριστεί 
και ως

όπου        είναι η µάζα του ατόµου του υδρογόνου και         η µάζα του 
ατόµου του ισοτόπου        . 

Το ενεργειακό ισοδύναµο του         ονοµάζεται ενέργεια σύνδεσης (B.E., 
binding energy) του πυρήνα του ισοτόπου :

Έχει αγνοηθεί το γεγονός ότι οι ενέργειες σύνδεσης των Ζ ηλεκτρονίων 
στον πυρήνα του ισοτόπου         είναι µεγαλύτερες από ό,τι στο άτοµο του 
υδρογόνου.

Το µέγεθος που συνήθως υπολογίζεται είναι η ενέργεια σύνδεσης ανά 
νουκλεόνιο του πυρήνα,
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Η µονάδα µέτρησης των µαζών των ατόµων είναι η µονάδα ατοµικής 
µάζας, u.

Ορίζεται έτσι ώστε η µάζα ενός ουδέτερου ατόµου του ισοτόπου         να 
είναι ακριβώς ίση µε 12 u. 

Γνωρίζοντας ότι ένα mol έχει µάζα 12 g και αποτελείται από έναν 
αριθµό ατόµων ίσο µε τη σταθερά του Αβογκάντρο 
βρίσκουµε ότι είναι  

Από τη σχέση                βρίσκουµε το ενεργειακό ισοδύναµο της µονάδας 
u, ως

12
6C

23 1
A 6,022 142 10  molN −= ×

12
6C

271 u 1,660 539 10  kg−= ×

2E mc=

101 u 1,492 418 10  J 931,494 MeV−≡ × =
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Το µέγεθος
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Παράδειγµα 6.1   Η ενέργεια σύνδεσης του δευτερονίου
Το δευτερόνιο (d) είναι ο πυρήνας του ∆ευτερίου (D), ενός ισοτόπου του 
Υδρογόνου (H), και αποτελείται από ένα πρωτόνιο και ένα νετρόνιο. Να 
βρεθεί η ενέργεια σύνδεσης του δευτερονίου. 

Η αντίδραση «σχηµατισµού» ενός δευτερονίου είναι      

όπου                είναι η ενέργεια σύνδεσης του δευτερονίου και εκλύεται 
κατά τον σχηµατισµό του. 

Το έλλειµµα µάζας του δευτερονίου είναι

Η διατήρηση της µάζας-ενέργειας δίνει:

Οι µάζες των σωµατιδίων είναι:

p n d E+ → + ∆
E Q∆ =

p n d 0,002 388 uM m m m∆ = + − =
2 2 2

p n dm c m c m c E+ = + ∆

2
p 1,007 276 u 938,272 MeV /m c= =

2
n 1,008 665 u 939,565 MeV /m c= =
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Αθροίζοντας,

Επίσης, 

Η διαφορά είναι ίση µε

που αντιστοιχεί σε 1,112 MeV/νουκλεόνιο.

[Την ίδια τιµή βρίσκουµε από τη σχέση 

.] 

2
p n 1877,837 MeV /m m c+ =

2
d 2,013553 u 1875,613 MeV /m c= =

2 2,224 MeVE M c∆ = ∆ =

2 (0,002 388 u) (931,5 MeV/u) 2,224 MeVE Mc∆ = ∆ = × =
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Η ενέργεια σύνδεσης του δευτερονίου, εξαρτώµενη µόνο από τις ισχυρές 
πυρηνικές δυνάµεις, µάς δίνει µια εκτίµηση για την ένταση αυτής της 
δύναµης ανάµεσα σε ένα πρωτόνιο και ένα νετρόνιο. 

Αν η ισχυρή πυρηνική δύναµη ήταν 5% ασθενέστερη, το δευτερόνιο δεν 
θα ήταν ευσταθές. 

Αν δεν υπήρχε το δευτερόνιο, η σύνθεση βαρύτερων πυρήνων στα άστρα 
δεν θα ήταν δυνατή και η δηµιουργία ζωής θα ήταν αδύνατη.
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Αν η ισχυρή πυρηνική δύναµη ήταν 2% ισχυρότερη, θα ήταν δυνατή η 
σύνθεση διπρωτονίου (pp) στα άστρα µε τεράστιο ρυθµό. Η διάσπασή του 
σε δευτερόνιο θα µετέτρεπε το         σε         πολύ γρήγορα. 

Η παραγωγή ενέργειας στα άστρα δεν θα συνέβαινε µε αρκετά αργό 
ρυθµό για να αναπτυχθεί ζωή! 

1H 2H

Βλ. C.P.W. Davies, “The Accidental Universe”, C.U.P. 
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Παράδειγµα 6.2  Πυρηνική σχάση
Ένας πυρήνας         , 
βοµβαρδιζόµενος µε ένα θερµικό 
νετρόνιο, υφίσταται σχάση σε      

,            και 3 νετρόνια. 
Να βρεθεί πόση ενέργεια εκλύεται.  

Η πυρηνική αντίδραση είναι η

Από το σχήµα βλέπουµε ότι η

η ενέργεια σύνδεσης ανά νουκλεόνιο για το           είναι περίπου 7,6 
MeV/νουκλεόνιο, ενώ για τα            και           είναι περίπου 8,5 
MeV/νουκλεόνιο. Η ολική ενέργεια που εκλύεται κατά τη σχάση, είναι

Q = (Αριθµός νουκλεονίων, Α)    (∆ιαφορά στις ενέργειες σύνδεσης ανά 
νουκλεόνιο)

Q = 235   (8,5 – 7,6) = 212 MeVανά σχάση.

235
92U

141
56Ba 92

36Kr

235 1 141 92 1
92 0 56 36 0U n Ba Kr 3 n Q+ → + + +

235
92U

141
56Ba 92

36Kr

××××

×
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Εναλλακτική λύση

Από την αντίδραση

Το έλλειµµα µάζας είναι:

ή 

Το ενεργειακό ισοδύναµο αυτού του ελλείµµατος µάζας είναι

ανά σχάση

Η διαφορά της τιµής αυτής από την προηγούµενη λύση οφείλεται στην 
ανακρίβεια των ενεργειών σύνδεσης ανά νουκλεόνιο, όπως τις διαβάσαµε από 
το σχήµα.

235 1 141 92 1
92 0 56 36 0U n Ba Kr 3 n Q+ → + + +

( ) ( ) ( ) ( ) ( )235 1 141 92 1
92 0 56 36 0U n Ba Kr 3 nm m m m m m∆ = + − − −

235,043930 1,008 665 140,914 411  91,9261 563 1,008 665m∆ = + − − − ×

0,186 033 um∆ =

2 173 MeVQ mc= ∆ =
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Άσκηση ΧΧ  Πόση µάζα           πρέπει να υποστεί σχάση για την 
παραγωγή θερµικής ενέργειας ίσης µε 1 GW σε µια ηµέρα; Κατά τη 
σχάση ενός πυρήνα          εκλύεται ενέργεια περίπου ίση µε 220 MeV.   

ΛΥΣΗ

Η ισχύς του 1 GW για µια ηµέρα ισοδυνεµεί µε συνολική ενέργεια

Ο απαιτούµενος αριθµός σχάσεων για να εκλυθεί αυτή η ενέργεια είναι

Η µάζα ενός ατόµου του          έχει µάζα ίση µε

Η ολική µάζα          που πρέπει να υποστεί σχάση είναι, εποµένως, 

Ένας συµβατικός σταθµός που χρησιµοποιεί άνθρακα για καύσιµο θα 
χρειαζόταν, για την ίδια ποσότητα ενέργειας, 10 000 τόνους άνθρακα.

235
92U

235
92U

( ) ( )9 11 13 19 3224 60 60 10 8,64 10  J 8,64 10 1,602 10 5,4 10  eVW −= × × × = × = × × = ×

( ) ( )32 8 245,4 10  eV 2,2 10  eV/σχάση 2,5 10  σχάσειςN = × × = ×

235
92U

( ) ( ) ( )235 27 25
92U 235,044 u 1,661 10  kg/u 3,9 10  kgm − −= × × = ×

( ) ( ) ( )235 24 25
92U 2,5 10 3,9 10  0,976 kg 1 kgM N m −= × = × × × = ≈

235
92U
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Παράδειγµα 6.3   Πυρηνική σύντηξη. Παραγωγή ενέργειας στα άστρα
Οι αντιδράσεις πυρηνικής σύντηξης στο εσωτερικό ενός άστρου είναι οι εξής:

(1)

(2)

(3)

Σε ένα πλήρη κύκλο, αποτελούµενο από 2 αντιδράσεις (1), 2 αντιδράσεις (2) 
και µία αντίδραση (3) πόση ενέργεια εκλύεται;  

1 1 2
1 1 1 ep p d e 0,420 MeVν++ → + + +

2 1 3 2
1 1 2d p He 5,493 MeVγ−+ → + +
3 2 3 2 4 2 1
2 2 2 1He He He 2 p 12,860 MeV− − −+ → + +
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Ένας πλήρης κύκλος αποτελείται από τις εξής αντιδράσεις:

2    (1)

2    (2)

1    (3)

Προσθέτοντας:

δηλαδή το ολικό αποτέλεσµα είναι η σύντηξη τεσσάρων πρωτονίων για τη 
δηµιουργία ενός πυρήνα ηλίου, 2 ποζιτρονίων, 2 νετρίνων και 2 ακτίνων 
γ, µε ταυτόχρονη έκλυση 24,7 MeVενέργεια. Με αυτόν τον µηχανισµό, 
το υδρογόνο ενός άστρου µετατρέπεται σε ήλιο, παράγοντας ενέργεια. 

×

×

×
1 1 2
1 1 12 p 2 p 2 d+ → e2e 2 0,840 MeVν++ + +

2
12 d 1

12 p+ 3 2
22 He −→ 2 10,986 MeVγ+ +

3 2
22 He − 4 2 1

2 1He 2 p−→ + 12,860 MeV+

1 4 2
1 2 e4 p He 2e 2 2 24,686 MeVν γ− +→ + + + +
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Η µεταβολή στη µάζα είναι

όπου ελήφθη υπόψη το ότι ο πυρήνας του ηλίου,           , έχει µάζα ίση µε 
τη µάζα του ουδέτερου ατόµου µείον τη µάζα δύο ηλεκτρονίων. 

Αυτή η µεταβολή στη µάζα ισοδυναµεί µε ενέργεια          

. 

1 4 2
1 2 e4 p He 2e 2 2 24,686 MeVν γ− +→ + + + +

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

1 4 2 1 4 2
1 2 1 2

1 4 2
1 2

4 p He 2 4 p He 2e 2

4 p He 4 1,007276 4,002603 0,0265 u

e em m m m m m m

m

−∆ = − − = − − − =

= − = × − =

4 2
2He −

2 24,686 MeVmc∆ =
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Ο πειραµατικός έλεγχος της ισοδυναµίας µάζας και ενέργειας 
σε πυρηνικές αντιδράσεις
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Άσκηση XX  ∆είξετε ότι, ενεργειακά, ο πυρήνας του          µπορεί να 
διασπαστεί εκπέµποντας ένα ηλεκτρόνιο. ∆ίνονται οι µάζες των ατόµων: 

,                                     .

ΛΥΣΗ

Όταν ο πυρήνας εκπέµψει ένα ηλεκτρόνιο, ο αριθµός των νετρονίων του 
µειώνεται κατά µία µονάδα και ο αριθµός των πρωτονίων του αυξάνει κατά 
µία µονάδα. Η διάσπαση θα δώσει εποµένως έναν πυρήνα        , 

σύµφωνα µε τη διάσπαση:  

Το άτοµο του          θα είναι απλά ιονισµένο γιατί του λείπει ένα τροχιακό 
ηλεκτρόνιο. Αν χρησιµοποιήσουµε τις µάζες των ατόµων, η µείωση στη 
µάζα θα είναι

Το ενεργειακό ισοδύναµο αυτής της µάζας είναι

άρα η εκποµπή ηλεκτρονίου από το           είναι ενεργειακά δυνατή. 

60
27Co

( )60
27Co 59,93382 um = ( )60

28Ni 59,93079 um =

60
28Ni

60 60
27 28Co Ni e−→ +

( ) ( ) ( ) ( )60 60 60 60
27 28 e 27 28Co Ni Co Ni

59,93382 u 59,93079 u 0,00303 u

m m m m m m−∆ = − − = − =

= − =

60
28Ni

( ) ( )2 0,00303 u 931,5 MeV/u 2,82 MeVE mc∆ = ∆ = × =
60
27Co
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Από πίνακες βρίσκουµε ότι το
πράγµατι διασπάται, µε 

χρόνο υποδιπλασιασµού 5,27 έτη, 
εκπέµποντας ένα σωµατίδιο β.

Στις 99,88% των περιπτώσεων 
εκπέµπεται ένα ηλεκτρόνιο µε 
ενέργεια 0,31 MeV, 
ακολουθούµενο από δύο φωτόνια, 
µε ενέργειες 1,1732 MeV και, 
1,3325 MeV, αντίστοιχα. 
Η ολική ενέργεια που εκλύεται είναι 0,31 + 1,1732 + 1,3325 = 2,82 MeV.

Στις υπόλοιπες 0,12% των περιπτώσεων εκπέµπεται ένα ηλεκτρόνιο µε 
ενέργεια 1,48 MeV, ακολουθούµενο από ένα φωτόνιο, µε ενέργεια 1,3325 
MeV. Η ολική ενέργεια που εκλύεται είναι 1,48 + 1,3325 = 2,81 MeV. 

Και στις δύο περιπτώσεις οι πειραµατικά µετρούµενες εκλυόµενες 
ενέργειες βρίσκονται σε πολύ καλή συµφωνία µε την πρόβλεψη που 
βασίζεται στις µάζες των ατόµων.

60
27Co

 

 



Κ. Χριστοδουλίδης: Ειδική Θεωρία της Σχετικότητας

Ενέργεια κατωφλίου
Η ενέργεια κατωφλίου είναι η µικρότερη δυνατή ενέργεια που πρέπει να 
είναι διαθέσιµη για να επιτρέπεται να συµβεί µια κάποια αντίδραση. 

Οι υπολογισµοί απλοποιούνται σηµαντικά αν η ανάλυση γίνει στο 
σύστηµα µηδενικής ορµής των αντιδρώντων σωµατιδίων. Στο σύστηµα 
αυτό, η ολική ορµή πρέπει να είναι ίση µε µηδέν. Αυτή η συνθήκη 
ικανοποιείται και όταν τα προϊόντα µιας αντίδρασης είναι ακίνητα. 
Εποµένως, η διαθέσιµη ενέργεια είναι µέγιστη σε αυτή την περίπτωση. 

Στο σύστηµα µηδενικής ορµής, αν τα προϊόντα µιας αντίδρασης είναι 
ακίνητα, είµαστε σίγουροι ότι η διαθέσιµη ενέργεια µόλις που κατόρθωσε 
να τα δηµιουργήσει. Αυτή θα είναι εποµένως και η ενέργεια κατωφλίου, 
στο σύστηµα αυτό, για τη συγκεκριµένη αντίδραση. 
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Στο σύστηµα αναφοράς 
µηδενικής ορµής, όταν η 
κινητική ενέργεια που είναι 
διαθέσιµη είναι ίση µε την 
ενέργεια κατωφλίου, τα 
προϊόντα της αντίδρασης θα 
είναι ακίνητα. Συνεπώς,

Στο σύστηµα αναφοράς του 
εργαστηρίου, όταν η 
κινητική ενέργεια που είναι 
διαθέσιµη είναι ίση µε την 
ενέργεια κατωφλίου, τα 
προϊόντα της αντίδρασης θα 
κινούνται όλα µε την ίδια 
ταχύτητα.
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Παράδειγµα 6.5  
Ενέργεια κατωφλίου για την παραγωγή αντιπρωτονίου

Κατά την πρόσπτωση ενός πρωτονίου σε ένα άλλο ακίνητο πρωτόνιο, 
δείξετε ότι η ενέργεια κατωφλίου (ελάχιστη κινητική ενέργεια) για την 
αντίδραση παραγωγής ζεύγους πρωτονίου-αντιπρωτονίου, 

είναι ίση µε           ,  όπου        είναι η µάζα ηρεµίας του πρωτονίου και του 
αντιπρωτονίου.

Θα λύσουµε το πρόβληµα µε δύο τρόπους. 
Πρώτα στο σύστηµα αναφοράς µηδενικής ορµής (ΣΑΜΟ) και µετά στο 
σύστηµα αναφοράς του εργαστηρίου (ΣΑΕ). 

p p p p p p+ → + + +

2
p6m c pm
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(α) Στο σύστηµα αναφοράς µηδενικής ορµής

Στο σύστηµα αναφοράς µηδενικής ορµής τα δύο αρχικά πρωτόνια έχουν 
ίσες και αντίθετες ορµές και εποµένως και ίσες και αντίθετες ταχύτητες, 
στις οποίες αντιστοιχεί ο ίδιος παράγοντας Λόρεντς, γ. 

Αν η διαθέσιµη ενέργεια 
είναι η ενέργεια 
κατωφλίου, τα σωµατίδια 
που προκύπτουν από τη 
σύγκρουση θα είναι 
ακίνητα στο ΣΑΜΟ.

2 2
p p2 4m c m cγ =Η διατήρηση της ενέργειας δίνει:  

Εποµένως,             και

Επειδή το πρωτόνιο, που ήταν αρχικά ακίνητο στο ΣΑΕ, έχει ταχύτητα  

στο ΣΑΜΟ, η ταχύτητα του ΣΑΕ ως προς το ΣΑΜΟ  είναι 

2γ = 21 1/ 1 1 / 4 3 / 2β γ= − = − =

( )3 / 2 c−

( )3 / 2 cυ =
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Μετασχηµατίζουµε την ταχύτητα του πρωτονίου που κινείται στο ΣΑΕ, 
και έχει ταχύτητα στο ΣΑΜΟ ίση µε                        , από το ΣΑΜΟ στο 
ΣΑΕ. 

Στο ΣΑΕ, ο παράγοντας Λόρεντς του κινούµενου πρωτονίου είναι, 
εποµένως,

Εποµένως, η ολική ενέργεια του προσπίπτοντος πρωτονίου είναι

και η ενέργεια κατωφλίου (η κινητική του ενέργεια) είναι  

( )3 / 2 cυ =

( )
( )2 2

3 / 2 3 / 2 4 3 4 3

7 71 ( ) / 1 3 / 2

V
c c

V c

υ
υ β

υ

− −−
′ ′= = = ⇒ =

− +

( )2
1 7

7
49 481 4 3 / 7

γ ′ = = =
−−

2
p p7E m c=

2
p p6K m c=
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(β) Στο σύστηµα αναφοράς του εργαστηρίου

Για διαθέσιµη ενέργεια ίση µε την ενέργεια κατωφλίου, τα σωµατίδια που 
παράγονται θα είναι ακίνητα στο σύστηµα µηδενικής ορµής. 
Στο σύστηµα αναφοράς 
του εργαστηρίου, 
εποµένως, όλα τα 
παραγόµενα σωµατίδια 
θα κινούνται µε την ίδια 
ταχύτητα, έστω , όπως 
φαίνεται στο σχήµα. 

Έτσι, έχουµε,  
διατήρηση της ενέργειας:                          (1)

διατήρηση της ορµής:                                             (2)

όπου        και       είναι η ενέργεια και ορµή, αντίστοιχα, του προσπίπτοντος 
πρωτονίου. 

2 2
p p p4E m c m c γ+ =

( )22 2 2
p p p p4p c E m c m c βγ= − =

pE pp
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Η Εξ. (1) δίνει

και η (2)  

Εποµένως, 

και

Από την Εξ. (1) προκύπτει ότι

και η ενέργεια κατωφλίου (η κινητική ενέργεια) είναι                      .  

( ) ( )
2 22 2

p p 4 1E m c γ= −

( ) ( )2 22 2 2 2 2
p p p16E m c m cβ γ= +

( ) ( ) ( ) ( )2 2 222 2 2 2 2
p p p4 1 16m c m c m cγ β γ− = +

( )2 2 2 24 1 16 1, 16 8 1γ β γ γ γ− = + − + 2 216 1β γ= +

2
p p7E m c=

( )2 22 1 , 2γ γ β γ= − =

2
p p6K m c=

 

 

Κ. Χριστοδουλίδης: Ειδική Θεωρία της Σχετικότητας

Παράδειγµα 6.6  Ενέργεια κατωφλίου για την παραγωγή  
Ποια είναι η ενέργεια κατωφλίου για την παραγωγή πιονίου κατά τη 
σύγκρουση φωτονίου µε ακίνητο πρωτόνιο,                           ; 
∆ίνονται οι ενέργειες ηρεµίας των σωµατιδίων p και       ως 938 και 139 

MeV, αντίστοιχα.     

Για διαθέσιµη ενέργεια ίση µε την ενέργεια κατωφλίου, τα σωµατίδια που 
παράγονται θα είναι ακίνητα στο σύστηµα µηδενικής ορµής. Στο σύστηµα 
αναφοράς του εργαστηρίου, εποµένως, όλα τα παραγόµενα σωµατίδια θα 
κινούνται µε την ίδια ταχύτητα, έστω       , όπως φαίνεται στο σχήµα. 

0p pγ π+ → +
0π

cβ

0π
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Έτσι, έχουµε,  
διατήρηση της ενέργειας:            (1)

διατήρηση της ορµής: (2)

όπου       και       είναι η ενέργεια και ορµή, αντίστοιχα, του προσπίπτοντος 
φωτονίου. 
Από τις δύο αυτές εξισώσεις, υψώνοντας στο τετράγωνο, προκύπτει ότι

( )2 2 2
p p πE m c m c m cγ γ+ = +

( )2 2
p πm c m cE

c c
γ βγ

+
=

Eγ pγ

( ) ( )2 22 2 2 2
p p πE m c m c m cγ γ+ = + ( )22 2 2 2 2

p πE m c m cγ β γ= +
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Αφαιρώντας, και επειδή είναι                        , έχουµε  

ή     

Εποµένως, 

και, τελικά,   

Αντικαθιστώντας,         
139

139 1 160 MeV
938

Eγ
 

= × + = 
 

2 2(1 ) 1γ β− =

( ) ( )2 22 2 2 2
p p πE m c E m c m cγ γ+ − = +

( ) ( )22 2 2 2
p p p π2m c E m c m c m cγ + = +

( ) ( )22 2 2
p π p

2
p2

m c m c m c
E

m c
γ

+ −
=

2 π
π

p

1
2

m
E m c

mγ

 
= +  
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Ασκηση 6.7  Ένα ποζιτρόνιο,     , µε µάζα ηρεµίας m και ταχύτητα ίση µε 
υ στο σύστηµα αναφοράς του εργαστηρίου, προσκρούει σε ένα 
ηλεκτρόνιο,       , που έχει την ίδια µάζα ηρεµίας m και είναι ακίνητο. 

Τα δύο σωµατίδια εξαϋλώνονται, µε αποτέλεσµα να δηµιουργηθούν δύο 
φωτόνια,      και     , τα οποία στο σύστηµα αναφοράς µηδενικής ορµής, 
κινούνται σε διεύθυνση κάθετη προς τη διεύθυνση κίνησης του 
ποζιτρονίου και του ηλεκτρονίου [Σχ. (α)]. 

e+

e−

1γ 2γ
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Έστω ότι    ,      και      είναι τα διανύσµατα των ορµών του ποζιτρονίου 
και των δύο φωτονίων στο σύστηµα αναφοράς του εργαστηρίου, 
αντίστοιχα, και      και     οι γωνίες που σχηµατίζουν τα διανύσµατα     και

µε το διάνυσµα      [Σχ. (β)].  
(α)  Αποδείξετε ότι είναι                 και             . 
(β)  Υπολογίστε τη γωνία                   που σχηµατίζουν τα διανύσµατα     

και      ως συνάρτηση των µεγεθών υ και m. 

P 1P 2P

1θ 2θ 1P

2P P

1 2=P P 1 2θ θ=

1 2θ θ θ= + 1P

2P
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ΛΥΣΗ

(α)  Στο σύστηµα του κέντρου µάζας .

Εποµένως και .

Αν πάρουµε την ορµή       κατά µήκος του άξονα των y, θα έχουµε:

1 2 0′ ′+ =P P 1 2P P P′ ′ ′= ≡⇒

1 2E E cP′ ′ ′= =

1′P

1 ˆP′ ′=P y 2 ˆP′ ′= −P y
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Από τους µετασχηµατισµούς ορµής-ενέργειας έχουµε

και, εποµένως, 

Έτσι, είναι                 και              .

(β)  Από τις      και      βρίσκουµε  

1 2=P P 1 2θ θ=

1 1 1 1 1 1, , 0x x y y zP P E P P P P P
c

β
γ βγ ′ ′ ′ ′ ′= + = = = = 
 

2 2 2 2 2 2, , 0x x y y zP P E P P P P P
c

β
γ βγ ′ ′ ′ ′ ′= + = = = − = 
 

2 2 2
1 1 1 2 1x yP P P Pγ β γ′ ′= + = + =P

2 2 2
2 2 2 2 1x yP P P Pγ β γ′ ′= + = + =P

1
1

1

1
tan y

x
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θ

γβ γβ
′

= = =
′

2
2

2

| | 1
tan y

x

P P
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θ

γβ γβ
′

= = =
′

( )
2

1 2 1
1 2 2 2 2 2 2

1 2 1

1tan tan 2tan 2 / 2
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1 tan tan 1/ 21 tan 1 1/ 1

β βθ θ θ γβ γβ
θ θ θ

θ θ βθ γ β γ β

−+
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Άσκηση 5.14
Εξηγήστε γιατί τα ακόλουθα είναι αδύνατο να συµβούν:

(α)  Ένα φωτόνιο συγκρούεται µε ακίνητο ηλεκτρόνιο, και του δίνει όλη 
του την ενέργεια.

(β)  Ένα µεµονωµένο φωτόνιο µετατρέπεται σε ζεύγος ηλεκτρονίου-
ποζιτρονίου. (Το ποζιτρόνιο είναι το αντισωµατίδιο του ηλεκτρονίου.)

(γ)  Ένα κινούµενο ποζιτρόνιο συγκρούεται µε ένα ακίνητο ηλεκτρόνιο, 
και τα δύο εξαϋλώνονται παράγοντας ένα µόνο φωτόνιο. 

ΛΥΣΗ
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(α)  Ένα φωτόνιο συγκρούεται µε ακίνητο ηλεκτρόνιο, και του δίνει όλη του 
την ενέργεια.  

Στο σύστηµα αναφοράς µηδενικής ορµής, για να διατηρείται η ορµή, θα 
πρέπει το ηλεκτρόνιο να είναι ακίνητο µετά την κρούση. Πριν όµως από 
την κρούση, στο ίδιο σύστηµα, εκτός από το φωτόνιο υπήρχε και ένα 
κινούµενο ηλεκτρόνιο. Προφανώς η ενέργεια δεν διατηρείται αφού ένα 
ακίνητο ηλεκτρόνιο έχει λιγότερη ενέργεια από ένα κινούµενο 
ηλεκτρόνιο. Άρα το φαινόµενο είναι αδύνατο να συµβεί.
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(β)  Ένα µεµονωµένο φωτόνιο µετατρέπεται σε ζεύγος ηλεκτρονίου-
ποζιτρονίου.  

Μετά τη δίδυµη γένεση, στο σύστηµα αναφοράς µηδενικής ορµής, το 
ηλεκτρόνιο και το ποζιτρόνιο έχουν ίσες και αντίθετες ορµές. Στο ίδιο 
όµως σύστηµα, υπήρχε πριν από τη δίδυµη γένεση ένα µοναδικό φωτόνιο, 
το οποίο προφανώς είχε κάποια ορµή. Αν συνέβαινε το φαινόµενο αυτό, 
θα είχαµε εποµένως παραβίαση της αρχής της διατήρησης της ορµής. 
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(γ)  Ένα κινούµενο ποζιτρόνιο συγκρούεται µε ένα ακίνητο ηλεκτρόνιο, και 
τα δύο εξαϋλώνονται παράγοντας ένα µόνο φωτόνιο.

Πριν από την εξαΰλωση, στο σύστηµα αναφοράς µηδενικής ορµής, το 
ηλεκτρόνιο και το ποζιτρόνιο έχουν ίσες και αντίθετες ορµές. Στο ίδιο 
όµως σύστηµα θα υπάρχει µετά την εξαΰλωση ένα µοναδικό φωτόνιο, το 
οποίο προφανώς είχε κάποια ορµή. Αν συνέβαινε το φαινόµενο αυτό, θα 
είχαµε εποµένως παραβίαση της αρχής της διατήρησης της ορµής.

 


